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Bài  1: 

 Cho ánh xạ tuyến tính f : R
4
  R

3
  xác định bởi  

f(x1,x2,x3,x4)=(x1+x2,x2+x3,x3+x4) với mọi x=(x1,x2,x3,x4) R
4
 

M={ (x1,x2,x3,x4)  R
4
 : x1-x2=0 và x3-x4=0} 

a. Tìm ma trận f trong cơ sở chính tắc của R
4
 và R

3 
. xác định Imf và Kerf 

b. CM f(M) là không gian vectơ con  của R
3
. tìm dimf(M) 

Giải :  

 Tìm ma trận f trong cơ sở chính tắc của R
4
 và R

3
 

Trong R
4 
ta có e1=(1,0,0,0),e2=(0,1,0,0),e3=(0,0,1,0),e4=(0,0,0,1) 

Trong R
3  

ta có e’1=(1,0,0),e’2=(0,1,0),e’3=(0,0,1) 

Ma trận f trong cơ sở chính tắc là  
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mà f(e1)=(1,0,0)=a1e’1+b1e’2+c1e’3 ta tìm được        (a1,b1,c1)=(1,0,0) 

      f(e2)=(1,1,0) (a2,b2,c2)=(1,1,0) 

     f(e3)=(0,1,1) (a3,b3,c3)=(0,1,1) 

     f(e4)=(0,0,1) (a4,b4,c4)=(0,0,1) 

 Xác định Imf,Kerf 

 Kerf ={ xR
4
 : f(x)=0 } 

Ta được hệ 
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 hệ có nghiệm tổng quát là (-a,a,-a,a) 

Hệ nghiệm cơ bản là (-1,1,-1,1) 

Vậy dimKerf=1, cơ sở của Kerf =(-1,1,-1,1) 

 Tìm Imf 

Ta có f(e1)=(1,0,0),f(e2)=(1,1,0), f(e3)=(0,1,1),f(e4)=(0,0,1) 

Nên Imf=<f(e1),f(e2),f(e3),f(e4)> 

Ta có  
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vậy cơ sở của Imf là f(e1),f(e2),f(e3) và dimf=3 

b.  

 

 

 

 

Bài 2:  

Giải và biện luận hệ phương trình  
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Giải : lập ma trận các hệ số 
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vậy ta được  
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Biện luận: 

Với m=1 hệ có vô số nghiệm phụ thuộc 3 tham số x2,x3,x4   

nghiệm của hệ là (1-a-b-c,a,b,c)      a,b,c R 

với m=-2 hệ có vô số nghiệm phụ thuộc tham số x3   

nghiệm của hệ là (a,a,a,1)      a R 

với m khác 1,-2 hệ có vô số nghiệm phụ thuộc tham số x4 và m 
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  nghiệm của hệ là 
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Bài 3:  

Cho chuỗi luỹ thừa  
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a. Tìm miền hội tụ của chuỗi 

b. Tính tổng của chuỗi 

Giải:  

a. ta có 
n
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n
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x
xU
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)2()1(
)(

1 




 

tính C
xx

n
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n
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n
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)( limlim  

theo tiêu chuẩn côsi nếu chuổi hội tụ khi C<1  tức là  

041
2

2



x

x
 

tại x+2=2 và x+2=-2 ta có chuỗi  

0
1)1()1(
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 hội tụ  

vậy MHT là [-4;0] 

b. 

Bài 4:     

Cho a>0 và  
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0,
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Tuỳ theo giá trị của a>0 xét sự khả vi của f tại (0,0), sự liên tục của f’x,f’y tại (0,0) 

Giải :  Tính các đhr  

 tại x
2
+y

2
>0 
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 tại x=y=0 
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0
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 xét sự khả vi của f tại (0,0) Cần xét : ),(lim
0,

ts
ts




 

Với  tfsfftsf
ts

ts yx )0,0()0,0()0,0(),(
1

),( ''

22



  

Nếu ),(lim
0,

ts
ts




=0 thì hàm số khả vi tại (0,0) ngược lại thì không khả vi 

  xét sự  liên tục  của f’x,f’y tại 0(0,0)  

nếu : )0,0(),( ''

0,
lim xx

yx

fyxf 


,  )0,0(),( ''

0,
lim yy

yx

fyxf 


 thì hàm số không liên tục tại (0,0) 

ngược lại thì liên tục  

Bài 5:  

Cho (X,d ) là không gian Metric  A X khác rỗng  

Cho f: X R định bởi f(x)=d(x;A)=inf{d(x,y): yA} 

a. CM: f liên tục điều trên X 

b. Giả sử A là tập đóng , B là tập compác chứa trong X và A  B =  

Đặt d(A,B)= inf{ d(x,y),x A,y B } 

CM : d(A,B)>0 

Giải :  

a. để CM f liên tục điều trên X cần CM )',()'()( xxdxfxf   

ta có d(x,y)  d(x,x’)+d(x’,y)  lấy inf 2 vế d(x,A)-d(x’,A)   d(x,x’)  

tương tự   thay đổi vai trò vị trí của x và x’  nhau ta suy ra ĐPCM 

vậy f liên tục tại x’, do x’ tuỳ ý nên f liên tục điều trên X 

b. Giả sử trái lại d(A,B)=0 
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Khi đó ta tìm được các dãy (xn) A, (yn)B sao cho limd(xn,yn)=0 

Do B compắc nên (yn) có dãy con knk
y )(   hội tụ ve  y0 B 

Ta có ),(),(),( 00 yydyxdyxd
kkkk nnnn    

Mà 0),(0),(),( 00 limlimlim 


yxdyydyxd
kkkk n

k
n

k
nn

k

 

Do A là tập đóng dãy  knk
x )( A, 0)( yx knk

  nên y0A 

Điều này mâu thuẩn với giả thiết A  B = .Vậy  d(A,B)>0 

 

GIẢI ĐỀ THI TUYỂN SINH CAO HỌC THÁNG 9/2007 

MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1: Tìm miền hội tụ của chuổi luỹ thừa  

     n
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x
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Giải : Đặt X=(x-2)
2
  đk X 0  

Ta tìm miền hội tụ của chuổi n

n

n

X
n
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l
R  nên khoảng hội tụ là (-2,2) 

Xét tại X= 2, X= -2 

Ta có chuổi 
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  nên chuổi phân kì  

vậy miền hội tụ theo X là (-2,2) 

  miền họi tụ theo x là 222222  xx  

Bài 2: Cho hàm số 
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Chứng tỏ rằng hàm số f(x,y)có đạo hàm riêng f’x,f’y không liên tục tại 0(0,0) 
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Nhưng hàm số f(x,y)khả vi tại 0(0,0). 

Giải :  

Tính các đhr tại (x,y) (0,0) va tại (x,y)=(0,0)  

 Tại (x,y) (0,0) 

Ta có 
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CM : f’x,f’y không liên tục tại 0(0,0) Ta CM : 0'
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tương tự ta CM : được )0,0(),( ''

0,
lim yy
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vậy f’x,f’y không liên tục tại 0(0,0) 

 Ta CM : f(x,y)khả vi tại 0(0,0). Cần CM : 0),(lim
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)1
ts

1
sin (do     0

1
sin.),(
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22

0,0,
limlim 







 ts
tsts

tsts

  

vậy f(x,y)khả vi tại 0(0,0) 

Bài 3: Cho   RR *1,0:  là một hàm số liên tục  

CMR : Hàm F: C[0,1]R xác định bởi  


1

0

))(,()( dttxtxF      khi x(t)  1,0C  là hàm số liên tục trên C[0,1] 

Giải: Cố định x0, CM f liên tục tại x0 

Đặt M=1+sup )(0 tx  , t  1,0C  

Cho 0  

  liên tục trên tập compac D= [0,1]*[-M,M] nên   liên tục đều trên D 

tồn tại số 1 >0 sao cho  

  )','(),(',')','(),,( 11 ststssttDstst  

đặt     ),(1,0:),1min( 01 xxdx  

mà  MMtxtxtx ,)(1)()( 00   

     )()())(,())(,())(,())(,( 0

1

0

00 xFxFdttxttxttxttxt  

ta CM được    ))(),((),(:0,0 00 xFxFdxxd  

vậy F liên tục tại x0  

 

 

Bài 4: Cho ánh xạ tuyến tính 34: RRf   xác định bởi  

f(x1,x2,x3,x4)=(x1-2x2+x4,-x1+x2+2x3,-x2+2x3+x4) 

1. Tìm cơ sở và số chiều của kerf, Imf 

2. f có phải là đơn cấu , toàn cấu không? 

Giải : 1.  

 Tìm cơ sở và số chiều của kerf 

Với x=( x1,x2,x3,x4) 

Ta có :  0)(:ker 4  xfRxf  
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f(x1,x2,x3,x4)=(x1-2x2+x4,-x1+x2+2x3,-x2+2x3+x4)=0
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lập ma trận 
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vậy Rank(A)=2 

ta có 
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2

2

   nên dimKerf=2 

nghiệm cơ bản là (1,1,0,1),(4,2,1,0) và là cơ sở của Kerf 

do dimKerf =2   0  nên f không đơn cấu  

 Tìm cơ sở , số chiều của Im f 

Im f là không gian con của R
3
 sinh bởi hệ 4 vectơ 

f(e1)=(1,-1,0) với e1=(1,0,0,0) 

f(e2)=(-2,1,-1) với e2=(0,1,0,0) 

f(e3)=(0,2,2) với e3=(0,0,1,0) 

f(e4)=(1,0,1) với e4=(0,0,0,1) 

ta tìm hạng của 4 vectơ trên  

xét ma trận 
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B  

Rank(B)=2, , dim Imf =2 , cơ sở của Imf là f(e1),f(e2) 

Do , dim Imf =2 nên f không toàn cấu  

Bài 5: Cho '':,': VVgVVf   là những ánh xạ tuyến tính sao cho gf kerker   

Hơn nữaf là một toàn cấu . CMR tồn tại duy nhất một ánh xạ tuyến tính ''': VVh    sao 

cho h.f=g 

Giải:    
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Bài 6: Cho dạng toàn phương trên R
3
 

f(x1,x2,x3)= 3121

2

3

2

2

2

1 222 xaxxxxxx   

a. Đưa dạng toàn phương về dạng chính tắc bằng phương pháp Lagrange 

b. Với giá trị nào của a thì f xác định dương, không âm 

Giải : a. f(x1,x2,x3)= 3121

2
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1 222 xaxxxxxx  =…… 

……= 2
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ta được cơ sở f chính tắc là u1=(1,0,0),u2=(-1/2,1,0),u3=(-a/3,a/6,1) 

ma trận trong cơ sở chính tắc là 
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32

1
1

a

a

T u  

b. f xác định dương khi 660
6

1
2

 a
a

 

f xác định không âm khi 60
6

1
2

 a
a

 

 

GIẢI ĐỀ THI TUYỂN SINH CAO HỌC THÁNG 5/2007 

MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1: Cho u=u(x,y), v=v(x,y) là hàm ẩn suy ra từ hệ phương trình 
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012.
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tìm vi phân du(1,2), dv(1,2) biết u(x,y)=0, v(x,y)=0 

Giải : lí thuyết : cho hàm ẩn 








0),,,(
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vuyxG

vuyxF
    xác định bởi u=u(x,y), v=v(x,y) 
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Tính các đạo hàm riêng của hàm ẩn  

Từ hệ trên ta có 
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Ta có :  

 

Bài 2:  Tìm miền hội tụ của chuổi luỹ thừa  
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Giải : Đặt X= x+1 ta được 
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Nên 1
1


L
R , khoảng hội tụ là (-1,1) 

Tại X= 1  ta được chuổi  
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Từ đó ta có 
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Chuổi phân kì , MHT theo X là (-1,1) 

MHT theo x là (-2,0) 

Bài 3: Cho X là không gian metric compac f: XX thoả  

d(f(x),f(y))<d(x,y) với x  y 
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a. CM tồn tại duy nhất x0 X sao cho f(x0)=x0 

b. Đặt A1=f(X),An+1=f(An), n  N và n

n

AA 





1

 

CM: A   và f(A)=A 

Giải : a. CM tồn tại duy nhất x0 X sao cho f(x0)=x0 

Đặt g(x)= d(x,f(x)), g: XR ,x X 

 Ta CM g liên tục  

Ta co  )',(2))'(),(()',())'(,'())(,()(')( xxdxfxfdxxdxfxdxfxdxgxg    

Mà lim d(x,x’)=0 nên g liên tục  

Do X là tập compac nên tồn tại x0 sao cho g(x0)=min(g(x)) 

Để CM f(x0)=x0 ta đi CM g(x0)=d(x0,f(x0))=0 

Ta CM bằng phản chứng  

Giả sử g(x0)=d(x0,f(x0))>0 

Khi đó g(f(x0))=d(f(x0),f(f(x0)))< d(x0,f(x0))=g(x0) 

Điều này mâu thuẩn với sự kiện g(x0)=min(g(x))  

Vậy g(x0)=d(x0,f(x0))=0 hay x0=f(x0) 

CM tính duy nhât của x0.  

Giả sử có y0 X sao cho y0=f(x0) 

Khi đó d(x0,y0) =d(f(x0),f(y0))<d(x0,y0) nếu x0   y0 

Điều này vô lí vậy x0 tồn tại và duy nhất  

b. Đặt A1=f(X),An+1=f(An), n  N và n

n

AA 





1

 

CM: A   và f(A)=A 

 CM: A   

Do f liên tục ,X compac nên A1= f(X) là tập compac 

Giả sử An là tập compackhi đó An+1=f(An) là tập compac 

Vậy An là tập compac khác rỗng  Nn  nên An la tập đóng 

Hơn nủa do A1=f(X)X nên A2=f(A1) f(X)=A1 

Giả sử An+1  An ta có An+2=f(An+1)  f(An)=An+1 

Vậy An+1 NnAn  ,  
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 nA  là họ có tâm các tập đóng trong không gian compac   

 Theo tính chất phần giao hữu hạn ta có  A= 




n

n

A
1

  

 CM: f(A)=A cần CM : f(A)A  (1)  , f(A)A (2) 

 CM : f(A)A  (1) 

Do A   An nên f(A)   f(An)=An+1 với mọi n, là dãy giảm nên 

f(A)   AAn

n







1

1

  

 f(A)A (2) 

lấy tuỳ ý x A cần CM x  f(A) 

vì x  An+1 =f(An) với mọi n=1,2 … tồn tại xnAn: x=f(xn) 

do X compact nên có dãy con (xnk)k : ax
kn

k




lim   

khi đó xxf
kn

k




)(lim  , do f liên tục nên afxf
kn

k

()(lim 


) ta cần CM a  A 

cố đinh n ta có nnnnn AxAAx
kkk
   khi nk  n 

do An đóng nn
k

Aax
k




lim   

vậy a An   với mọi n=1,2 …  

do a  A, x=f(a) f(A) 

vậy ta CM được f(A)=A 

 

 

 

 

Bài 4: Giải và biện luận hệ 














1

1

1

4321

4321

4321

xmxxx

xxmxx

xxxmx

 

Giải : Ta có ma trận mở rộng  



















1.111

1.111

1.111

m

m

m

A  đổi chổ d1, d3, biến đổi ma trận về dạng  
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1.1)2)(1(00

0.0110

1.111

mmmm

mm

m

A  

biện luận  

 nếu  m=1 hệ có VSN phụ thuộc 3 tham số x2,x3,x4 và RankA=1 

nghiệm của hệ là x1=1-a-b-c, x2=a,x3=b,x4=c 

 nếu m=-2  hệ có VSN phụ thuộc  tham số x3 và RankA=3 

nghiệm của hệ là x1=x2=x3=a,x4=1 

 nếu m  1và m  -2 thì hệ có VSN phụ thuộc vào tham số x4 va tham số m  

nghiệm của hệ là 
2

1
1






m

a
x ,

2

1
2






m

a
x ,

2

1
3






m

a
x , Raax  ,4  

Bài 5: Trong R
3
 cho cơ sở : 

u1=(1,1,1),  u2= (-1,2,1),   u3=(1,3,2) 

cho ánh xạ tuyến tính f: R
3
  R

3
 xác định bởi 

f(u1)= (0,5,3), f(u2)=(2,4,3),  f(u3)=(0,3,2) 

tìm ma trận của f trong cơ sở đó là ma trận chéo hoá được  

Giải : b1. Tìm ma trận của f trong cơ sở u 

Ta có hệ 














)3(     )(

)2(    )(

)1(    )(

3322113

3322112

3322111

ucucucuf

ubububuf

uauauauf

 

Từ (1) ta có (0,5,3)=a1(1,1,1)+a2(-1,2,1)+a3(1,3,2)































1

1

0

02

032

0

3

2

1

321

321

321

a

a

a

aaa

aaa

aaa

 

Tương tự từ ( 2) ta được b1=1,b2=0,b3=1 

Tương tự từ (3) ta được c1=1,c2=1,c3=0 

Vậy ma trận A trong cơ sở f là 





































011

101

110

333

222

111

)(/

cba

cba

cba

A ufA  

B2. Tìm GTR- VTR của A và của f (GTR của A chính là GTR của f) 

Xét ma trận đặt trưng 
2

)(1
023

11

11

11
3




























m

kepm
mm

m

m

m
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A có 2 giá trị riêng, nên f có 2 giá trị riêng m=-1, m=2 

Tìm VTR của A từ đó suy ra VTR của f 

 với m=-1 ta có 0

000

000

111

111

111

111





































 

VTR của A có dạng 























bx

ax

baxxx

Rxx

xxx

3

2

321

32

321

,

0
       a,bR 

Dạng VTR của A là (-a-b,a,b) 

Vậy A có 2 VTR (-1,0,1),(-1,1,0) 

Từ đó VTR của f có dạng n= x1u1+x2u2+x3u3=(-a-b)u1+au2+bu3= 

    =(-a-b)(1,1,1)+a(-1,2,1)+b(1,3,2)=(-2a,a+2b,b) 

vậy f có 2 VTR ĐLTT với a=1,b=0 : VTR là n1=(-2,1,0) 

    với a=0,b=1: VTR là n2=(0,2,1) 

 với m=2 ta có 0

000

330

211

112

121

211

211

121

112







































































 

VTR của A có dạng 





























ax

axx

aaaxxx

Rx

xx

xxx

3

32

321

3

32

321
22

033

02

aR 

Dạng VTR của A là (a,a,a),  

Vậy A có VTR (1,1,1) 

Từ đó VTR của f có dạng n= x1u1+x2u2+x3u3=au1+au2+au3= 

    =a(1,1,1)+a(-1,2,1)+a(1,3,2)=(a,6a,4a) 

vậy f có  VTR là n3=(1,6,4) 

b3 : KL vậy f có 3 VTR ĐLTT n1,n2,n3 do đó 3 VTR n1,n2,n3 làm thành 1 cơ sở của R
3
 và 

ma trận của f trong cơ sở đó là ma trận chéo hoá được  

ta có :  























200

010

001

)/(nfA  
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GIẢI ĐỀ THI TUYỂN SINH CAO HỌC THÁNG 9/2006 

MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1: Cho            

0y x,                                 0

0y   x,        
1

sin
),(

22

22

2















 yx

yx
yxf  

a. Xét sự khả vi của f tại (x,y)R
2
 đặc biệt tại (0,0) 

b. Xét sự liên tục của các ĐHR '' , yx ff  tại (0,0) 

Giải :  

 Tại (x,y) (0,0) Ta có 

22222

3

22

'

22222

2
'

1
cos.

)(

21
sin.2

1
cos.

)(

2
1

yxyx

y

yx
yf

yxyx

xy
f

y

x










 

Do '' , yx ff  liên tục tại mọi (x,y)  (0,0) nên f khả vi tại mọi  (x,y) (0,0) 

 Tại (x,y)=(0,0) 

Ta có  

1
)0,0()0,(

)0,0( lim
0

' 



 t

ftf
f

t
x   

1)
t

1
sin (do             0

1
sin

.
)0,0(),0(

)0,0(
2

2
2

00

'

limlim 



 t

tt
t

ftf
f

tt
y  

 Tính ),(lim
0,

ts
ts




 

Ta có  
22

2

22

''

22

1
sin..

1
)0,0()0,0()0,0(),(

1
),(

st
t

ts
tfsfftsf

ts
ts yx





  







2222

2

0,0,

1
sin.),( limlim

tsts

t
ts

tsts

 0 

do 1
1

sin
22


 ts
 nên f khả vi tại (0,0) 

b.Xét sự liên tục của các ĐHR '' , yx ff  tại (0,0) 

để Xét sự liên tục của các ĐHR '' , yx ff  tại (0,0) ta tính ),(),,( '

0,

'

0,
limlim yxfyxf y

yx
x

yx 
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nếu )0,0(),(),0,0(),( ''

0,

''

0,
limlim yy

yx
xx

yx

fyxffyxf 


 thì '' , yx ff liên tục tại (0,0) 

'' , yx ff  không liên tục tại (0,0) 

chọn   )0,0(0,
1

, 









n
yx nn ta có  

0)0,
1

(

1)0,
1

(

'

0,

'

0,

lim

lim









n
f

n
f

y
yx

x
yx

 

chọn   )0,0(
2

1
,

2

1
',' 










 nn
yx nn  ta có   









),(

),(

'''

0,

'''

0,

lim

lim

nny
yx

nnx
yx

yxf

yxf

 

vậy '' , yx ff  không liên tục tại (0,0) 

Bài 2: Cho (X,d )là không gian mêtric compac, f: XX thoả mãn: 

d(f(x),f(y))<d(x,y) nếu x y 

a. CM có duy nhất x0 X sao cho f(x0)=x0 

b. Đặt gn: X R định bởi  

gn (x)=d(x0,f
n
(x)) , x X  trong đó f

n
=f0f00f   (n lần ) 

CM gn liên tục thoả mãn Xxxgxgxgxg n
n

nnn 


,0)()......,(...........)()( lim   

c. CM (gn)n hội tụ điều về 0 trên X  

Giải :  

a.CM có duy nhất x0 X sao cho f(x0)=x0 

đặt h: X R xác định bởi h(x)=d(x,f(x)), x X  

ta CM h liên tục  

xét )',(2))'(,'())(,()'()( xxdxfxdxfxdxhxh   

vậy h liên tục  

h(x) liên tục , X compac nên tồn tại x0 : h(x0)= min(h(x)) với  x X 

  cần CM h(x0)=0 ta CM bằng phản chứng  

giả sử h(x0)=d(x0,f(x0))>0 

khi đó h(f(x0))=d(f(x0),f(f(x0)))<d(x0,f(x0))=h(x0) 

điều này mâu thuẩn với sự kiện tồn tại x0 : h(x0)= min(h(x)) với  x X 

vậy h(x0) =0 hay x0=f(x0) 

ta CM tính duy nhất 
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giả sử có y0 X : y0=f(x0) với x0 khác y0 

ta có d(x0,y0)=d(f(x0),f(y0))<d(x0,y0) điều này vô lí  

 vậy x0 tồn tại duy nhất   

b. Đặt gn: X R định bởi  

gn (x)=d(x0,f
n
(x)) , x X  trong đó f

n
=f0f00f   (n lần ) 

CM gn liên tục thoả mãn Xxxgxgxgxg n
n

nnn 


,0)()......,(...........)()( lim   

Ta có )',())'(),(())(,())(,()'()( '

00 xxdxfxfdxfxdxfxdxgxg nnnn

nn   

Nên gn liên tục 

Do  

 Xxxgxfxdxffxfdxfxdxg n

nnn

n ),())(,()))((),(())(,()( 00

1

01  (gn(x))dãy giảm 

không âm nên hội tụ  

Đặt a= limgn(x) 

Giả sử a>0, do X compac dãy f
n
(x)chữa dãy con hội tụ  

k

n
xf k )(  

Đặt )(lim xfy kn

k 

  

Ta có  
kn xg

k
)(1  là dãy con của  

nn xg )(  nên )()( 1limlim xgxga
kk n

k
n

k




  

0),())(,()( 00limlim 


yxdxfxdxga k

k

n

k
n

k

 

 


)(1lim xga
kn

k

ayxdyfxfdxfxd
k

n

k

k 






),())(),(())(,( 00

1

0 limlim  

mâu thuẩn  vậy Xxxgn
n




,0)(lim  

c. CM (gn)n hội tụ điều về 0 trên X 

với 0 đặt    ),()(: 1   

nnn gxgXxG  là tập mở 

do gn (x)  >gn+1(x)nên GnGn+1 ta có n

n

GX 





1

 

do X compac nên có n0 :  
0

0

1

nn

n

n

GGX 


  

vậy 0nn      ,)(0  khiXxxgn   vậy (gn)n hội tụ điều về 0 trên X 

Bài 3  Cho V là không gian vectơ , f: V V là ánh xạ tuyến tính thoả mãn f
2
=f CM: 

Kerf+Imf=V và  0Imker  ff  

Giải  
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 CM:   Kerf+Imf=V ta cần CM Kerf+ImfV (1), Kerf+ImfV (2) 

 CM Kerf+ImfV (1)  hiển nhiên 

  CM: Kerf+ImfV (2) 

Lấy tuỳ ý xV cần CM x Kerf+Imf 

Ta có x= x-f(x)+f(x) mà f(x)  Imf cần CM (x-f(x))  Kerf cần CM f(x-f(x))=0 

Xét f(x-f(x))=f(x)-f
2
(x)=f(x)-f(x)=0 nên (x-f(x))  Kerf hay x Kerf+Imf 

Vậy Kerf+ImfV 

Từ (1),(2) ta có Kerf+Imf=V 

 CM   0Imker  ff  

Lây y tuỳ y: y ff Imker   cần CM y=0 

Do y ff Imker   khi đó có xV : f(x)=y và f(y)=0 

Do f
2
=f nên y=f(x)=f

2
(x)=f(f(x))=f(y)=0 

Vậy y=0 hay  0Imker  ff  

Bài 4 : Cho f: R
4
  R

3
 định bởi  

f(x1,x2,x3,x4)=(x1-x2+x3,2x1+x4,2x2-x3+x4) 

a. Tìm cơ sở và số chiều của Kerf, Imf 

b. Tìm u  R
4 
sao cho f(u)=(1,-1, 0) 

Giải : a.  

 Tìm cơ sở số chiều của Kerf 

Với x=(x1,x2,x3,x4) 

 
















02

02

0

0)(:

432

41

321

4

xxx

xx

xxx

xfRxKerf  

ta có ma trận mở rộng  





















0.1120

0.1002

0.0111

    

























0.0100

0.1220

0.0111

biến đổi ta được hệ  











































ax

x

ax

ax

Rx

x

xxx

xxx

2

00

022

0

4

3

2

1

4

3

432

321

là nghiệm tổng quát của hệ  
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ta có dimKerf =1 

cơ sở của Kerf là (1,1,0,2) 

 Tìm cơ sở và số chiều của Imf 

ta có f(e1)=(1,2,0), f(e2)=(-1,0,2), f(e3)=(1,0,-1), f(e4)=(0,1,1) 

Imf=(f(e1),f(e2),f(e3),f(e4)) 

Ta có 























110

101

201

021



















000

100

200

021

 

Nên dim Imf =3 

Vậy cơ sở của Imf là (f(e1),f(e2),f(e3)) 

b. Tìm u  R
4 
sao cho f(u)=(1,-1, 0) 

ta có : f(u)=(1,-1, 0) =(x1-x2+x3,2x1+x4,2x2-x3+x4) 

ta được hệ 






































ax

x

xx

xx

xxx

xx

xxx

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

02

12

1

4

3

42

41

432

41

321

    (a  R) 

lập ma trận mở rộng  biến đôi để giải hệ trên ta có u=(x1,x2,x3,x4) 

Bài 5 : Tìm GTR- VTR và chéo hoá ma trân 

A= 























221

221

115

 

Giải : Xét đa thức đặt trương  

3

6

0

0189

221

221

115
23































a

a

a

aaa

a

a

a

 

vậy A có 3 GTR a=0, a=6, a=3 

 

 tìm VTR  
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 với a=0 :ta có 





































































000

990

221

115

221

221

221

221

115

 

ta được hệ 





























ax

ax

x

ax

xx

xxx

3

2

1

3

32

321 0

099

022

  suy ra VTR (0,a,a) với a=1 thì VTR (0,1,1) 

 với a=6: ta có 















 

























000

330

111

421

241

111

 

được hệ





























ax

ax

ax

ax

xx

xxx

3

2

1

3

32

321 2

033

0

suy ra VTR (-2a,-a,a) với a=1 thì VTR (-2,-1,1) 

 với a=3: ta có 





































































000

330

121

112

221

121

121

211

112

 

được hệ





























ax

ax

ax

ax

xx

xxx

3

2

1

3

32

321 3

033

02

suy ra VTR (3a,a,a) với a=1 thì VTR (3,1,1) 

 ma trận cần tìm là T=





















111

111

320

  và T
-1

AT=

















300

060

000

 

 

GIẢI ĐỀ THI TUYỂN SINH CAO HỌC THÁNG 9/2005 

MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1: Cho hàm số           

0y   xkhi                                          0

0y  xkhi          
1

sin)(
),(

22

22

22















 yx

yx
yxf  

CMR hàm số f(x,y ) có các đạo hàm riêng '' , yx ff  không liên tục tại (0,0) nhưng f(x,y) khả 

vi tại (0,0) 

Giải : 

 Tính các đhr  '' , yx ff  

 tại (x,y) (0,0) 
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ta có 
222222

' 1
cos

21
sin2

yxyx

x

yx
xf x





  

 
222222

' 1
cos

21
sin2

yxyx

y

yx
yf y





   

 tại (x,y)=(0,0) 

0

1
sin

)0,0()0,( 2

2

00

'

limlim 



 t

t
t

t

ftf
f

tt
x  

0

1
sin

)0,0(),0( 2

2

00

'

limlim 



 t

t
t

t

ftf
f

tt
y                          ( do 1

1
sin

2


t
 ) 

 xét sự liên tục của các đhr  

nếu )0,0('),('

0,
lim fyxf

yx




thì các đhr liên tục  

 ta có )
1

cos
21

sin2(),(
222222

0,

'

0,
limlim

yxyx

x

yx
xyxf

yx
x

yx 







 

do 0
1

sin21
1

sin
22

0,
22 lim 




  yx
x

yx yx

 

do 






 

22
0,

2222
0,

22

21
cos

2
1

1
cos limlim

yx

x

yxyx

x

yx yxyx

 

vậy )0,0(
1

cos
21

sin2),( '

222222
0,

'

0,
limlim x

yx
x

yx

f
yxyx

x

yx
xyxf 









 

 tương tự ta có )0,0(
1

cos
21

sin2),( '

222222
0,

'

0,
limlim y

yx
y

yx

f
yxyx

y

yx
yyxf 









 

vậy các đhr không liên tục tại (0,0) 

 xét sự khả vi tại (0,0) 

để CM f(x,y) khả vi tại (0,0) cần CM 0),(lim
0,




ts
ts

  

với  tfsfftsf
ts

ts yx )0,0()0,0()0,0(),(
1

),( ''

22



  

ta có 0
1

sin),(
22

22

0,0,
limlim 




 ts
tsts

tsts

     do 1
1

sin
22


 ts
 

vậy f khả vi tại (0,0) 

Bài 2: Tìm miền hội tụ của chuổi luỷ thừa  
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 n
n

n

x
n

n
2

23

1

1


















  

Giải : 

Đặt X=x-2 

Ta được chuổi 
n

n

n

n n

n
X

n

n




























 23

1
u        voi          

23

1
n

1

 

Xét L=
3

1

23

1
limlim 






 n

n
u

n

n
n

n

 

Nên R=3 và khoảng hội tụ là (-3,3) 

Xét tại X=3 và X=-3  ta được  

 n
n

n n

n
3

23

1

1


















=  n
n

n n

n
1

23

33

1


















 

01
23

33
limlim 






 n

n
u

n

n
n

n

 nên tại X=3,X=-3 chuổi không  hội tụ 

MHT chuổi theo X là (-3,3) 

 MHT chuổi theo x là (-1,5) 

Bài 3:  Gọi     1,0,1)(0,1)1(:1,0  ttxxCxM  

a.CMR : M là tập đóng không rỗng và bị chặn trong không gian metric C([0,1]) với mêtric 

d(x,y)=max{ )()( tytx  : t  1,0 } với x(t),y(t)  )1,0(C  

b. xét   RCf )1,0(:  xác định bởi f(x)= 
1

0

2 )( dttx  

CM : f liên tục trên M những f không đạt được GTNN trên M từ đó suy ra M không phải 

là tập compắc trong C([0,1]) 

Giải :    a. 

 CM : M là tập đóng  

Lấy dãy (xn)  M : limxn=x cần CM xM 

Ta có    1)1(,1,0,1)(0  nn xttx  

Cho n   ta có   1)1(,1,0,1)(0  xttx  nên xM 

Vậy M là tập đóng  

b.  

 CM f liên tục trên M  
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Xét tuỳ ý x  )1,0(C , (xn)  M : limxn=x cần CM limf(xn)=f(x) 

Ta có  Nxxdxxdtxtxtxtxtxtxtx nnnnn  ),().,()(2)()(.)()()()( 22  

Với N=  1,0,)(2sup ttx  

 Nxxdxxdtxtxxfxf nnnn   ),().,()()()()(

1

0

22  

do limd(xn,x)=0  nên từ đây ta có limf(xn)=f(x) 

vậy f liên tục trên M 

 CM f không đạt GTNN trên M  

 Trước tiên ta CM inff(M)=0, nhưng không tồn tại xM để f(x)=0 

Đặt a= inff(M) ta có f(x) Mx ,0  nên a 0  

Với xn(t)=t
n
 ta có xn M  










 n         0
12

1

12
)()(

1

0

121

0

2

1

0

2 khi
nn

t
dttdttxxfa

n
n

nn  

vậy a= inff(M)=0 

 không tồn tại xM để f(x)=0 

giả sử tồn tai xM để  f(x)=0 ta có )(,0)(,0)( 22

1

0

2 txtxdttx  liên tục trên [0,1]     suy ra  

x(t)=0  với mọi t  [0,1] điêu này mâu thuẩn với x(1)=1 với mọi xM 

vậy không tồn tại xM để f(x)=0 

từ đây ta suy ra M không là tập compăc  

giả sử nếu M là tập compắc , f liên tục thì f đạt cực tiểu trên M tức là có x0M sao cho 

f(x0)=inff(M)=0 điều này mâu thuẩn với không tồn tại xM để f(x)=0 

vậy M không là tập compắc      

Bài 4:  Cho 33: RRf   là một phép biến đổi tuyến tính xác định bởi  

f(u1)=v1, f(u2)=v2, f(u3)=v3 

u1=(1,1,1),u2=(0,1,1), u3=(0,0,1) 

v1=(a+3,a+3,a+3),v2=(2,a+2,a+2), v3=(1,1,a+1) 

a.tìm ma trận f với cơ sở chính tắc e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1) 

b. Tìm giá trị của a để f là một đẳng cấu  

c. khi f không là một đẳng cấu hãy tìm cơ sở và số chiều của Imf và Kerf 
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d. với a=-3 f có chéo hoá được không trong trường hợp f chéo hoá được háy tìm một cơ sở 

để ma trận f voéi cơ sở đó có dạng chéo . 

Giải :   

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 5: Cho dạng toàn phương 

323121

2

3

2

2

2

1321 2222),,( xxxaxxxxxxxxxf   

a. Đưa dạng toàn phương vể dạng chính tắc 

b. Với giá trị nào của a thì f là xác định dương và nữa xác định dương 

Giải :         a. ta có  

  2

3

22

32

2

321

323121

2

3

2

2

2

1321

)22()1()(................

.......2222),,(

xaaxaxaxxx

xxxaxxxxxxxxxf




 

đặt 





























33

322

3211

33

322

3211

)1(

)21(

)1(

yx

yayx

yayyx

xy

xaxy

axxxy

 

cơ sở f chính tắc là u1=(1,0,0),u2=(-1,1,0),u3=(1-2a,a-1,1) 

ma trận 























100

110

2111

a

a

T u  

b.f xác định dương khi -2a
2
+2a>0 10  a  

f nữa xác định dương khi -2a
2
+2a=0 1,0  aa  
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Bài 1: Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm luỷ thừa  

n

nn

n

x
n

n
)1(

1 1

2




 











 

Giải :  

Xét 

n
n

n
n

u























1

1

1
1  

Ta có L= e
n

u

n

n

n
n

n

















1

1

1
1limlim  

Nên 
eL

R
11

  , khoảng hội tụ là 









ee

1
,

1
 

Xét tai 2 đầu mút x= 
e

1
  

Ta có chuổi  
n

n

n

n
nnnn

n enen

n






























































1
1

1

1
1

1

1

2

1

1)1(

1

 

01
1

.
1

.
1

1
1

1

limlim 













 e
e

en
u

n

n

n
n

n

 

vậy MHT của chuổi hàm luỹ thừa là 









ee

1
,

1
 

 

 

 

Bài 2 : Cho hàm số f:R
2
 R  xác định bởi  














(0,0)y)(x,  khi                  0

(0,0)y)(x, khi     
2

),(
22 yx

xy

yxf  

a. Xét sự liên tục của f trên R
2
 

b. Tính các đạo hàm riêng của f trên R
2
  

Giải : Chú ý : nếu 0)0,0(),(lim
0,




fyxf
yx

 thì hàm số liên tục  

 Tại mọi (x,y)   (0,0) thì hàm số liên tục vì là hàm sơ cấp  

 Xét sự liên tục của f trên R
2
 tại (0,0) 
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 Tính 
22

0,0,

2
),( limlim

yx

xy
yxf

yxyx 




 

Chọn dãy   )0,0()
1

,
1

(),( 









nn

MyxM nnnn  khi n   

Ta có 01
11

1
2

)(

22

2







nn

nMf n , )0,0(01
2

2

2
),(

2

2

22
0,0,

limlimlim f

n

n

yx

xy
yxf

nyxyx







 

vậy hàm số không liên tục tại (0,0) 

 Tính các đhr '' , yx ff  

 Tại (x,y)  (0,0) 

ta có 
222

22
'

)(

)2(2)(2

yx

xyxyxy
f x




  

 
222

22
'

)(

)2(2)(2

yx

xyyyxx
f y




  

 Tại (x,y)=(0,0) 

ta có 0
)0,0()0,(

lim
0

' 



 t

ftf
f

t
x  

 0
)0,0(),0(

lim
0

' 



 t

ftf
f

t
y  

Bài 3: Tính tích phân   
D

dxdyyxI )2(   

Với D là nữa trên của hình tròn có tâm tại điểm (1,0) bán kính 1 

Giải :  

Phương trình đường tròn tâm I(1,0) bán kính R=1 là (x-1)
2
+y

2
1 x

2
+y

2
2x 

Đổi sang toạ độ cực  

Đặt 












0,r              

sin

cos

ry

rx
1 chu kì 

Ta có x
2
+y

2
2x ta có r

2
2rcos  nên cos2r  

Vậy ta được 












2
0

cos20




r

 

Với 



rdrddxdy

ry

rx









              

sin

cos
 



Hỗ trợ ôn tập [ĐỀ CƯƠNG CHƯƠNG TRÌNH ĐẠI HỌC] 

 
 

  28 

Vậy 

  
2

0

cos2

0

2
2

0

cos2

0
3

2

16
...)sincos2()sincos2()2(










 drrdrdrdrrdxdyyxI
D

Bài 

4: Cho tập hợp các số tự nhiên N với mọi m,n N  

Đặt 
















nmneu                               0

nmneu               
1

1
),( nmnmd  

a. CM d là metric trên N 

b. CM (N,d ) là không gian metric đầy đủ  

Giải : a.   d là metric trên N 

 d(m,n) Nnm  ,,0  

d(m,n)=0    m=n 

 ),(                 

0

1
1

nmneu                               0

nmneu               
1

1
),( mndmnnmnmd 



























  

 CM d(m,n)    d(m,l)+d(l,n)  (1) Nnml  ,,  

TH1 : nếu m=n,m=l,n=l thì (1) đúng 

TH2 : nếu m  n thì 
nm

nmd



1

1),(  

 nếu m  l thì 
lm

lmd



1

1),(  

 nếu l  n thì 
nl

nld



1

1),(  

thì VT của (1)  2 , VP của (1) 2  nên (1) đúng  

b.  (N,d ) là không gian metric đầy đủ 

giả sử (xn) là dãy cauchy trong (N,d) ta CM xn  x d 

do (xn) là dãy cauchy trong (N,d) nên ta có 0),(lim
,




nm
nm

xx  

  ),(:,:,0 00 nm xxdnnmn  

chọn 000 ,.0),(
2

1
),(,:,

2

1
nnmxxxxdxxdnnmn nmnmnm   

vậy xxnnxxNx nn  0::  trên d 
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Bài 5: tính định thức  

000021

000073

217667

125115

850042

640031

  

Giải :   

 

Bài 6: Cho ánh xạ tuyến tính f: R
4
  R

3
 có ma trận trong cặp cơ sở chính tắc là  

 





















3502

1132

1201

 

xác định nhân và ảnh của f , Hỏi f có đơn cấu , toàn cấu không? Vì sao? 

Giải : từ mae trận tacó  ánh xạ  

f(x1,x2,x3,x4)=(x1+2x3+x4,2x1+3x2-x3+x4,-2x1-5x3+3x4) 

Xác định nhân và ảnh của f tức là tìm cơ sở và số chiều của Imf, Kerf 

 Tìm cơ sở và số chiều của Kerf 

Ta có 





















0.3502

0.1132

0.1201























0.5100

0.1530

0.1201

 

Ta được hệ )(,

3

15

26

33

3

5

1

3

5

2

05

053

02

4

3

2

1

4

43

432

431

43

432

431

Ra

ax

ax

ax

ax

ax

xx

x
x

xx

xxx

xx

xxx

xxx





























































 

 f có 1 ẩn tự do nên dimKerf = 1 và Kerf có cơ sở là (-33,26,15,3) 

Vậy f không đơn cấu vì dimKerf = 1  

 Tìm cơ sở, số chiều của Imf 
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Ta có 

B=























0.311

0.512

0.030

0.221

























0.510

0.150

0.030

0.221

























0.150

0.030

0.050

0.221

























0.2600

0.1500

0.510

0.221

















 



0.000

0.39000

0.510

0.221

 

Vậy Rank (B)=3 nên dimImf=3 và Imf có 1 cơ sở gồm 3 vectơ(f(e1),f(e4),f(e2)) 

f không toàn cấu vì dimImf=3 

Bài 7: Cho ma trận 

























133

153

131

A   

a. Tìm GTR-VTR của A  

b. Tính A
2004

  .      

Giải : 

a. Tìm GTR- VTR của A  

 Tìm GTR của A 

Xét đa thức đặt trưng 

Ta có:  
2

1
0)2)(1(

133

153

131
2




























a

a
aa

a

a

a

 

Vậy A có 2 GTR a=1, a=2  

 Tìm VTR của A 

 Với a=1  ta có 





































































000

110

132

330

110

132

033

143

132

 

Ta được hệ 





























1

1

1

0

032

3

2

1

3

32

321

x

x

x

ax

xx

xxx

       vậy có VTR (1,1,1) 
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 Với a=2 ta có 















 

























000

000

133

133

133

133

 

Ta được hệ 





























bx

ax

xxx

bx

ax

xxx

3

2

321

3

2

321 33033

 

Vậy  có 2 VTR (1,1,0), (-1,0,3) 

b.  

ta có 















 



301

011

111

Q  

ma trận chéo của A là 

















 

200

020

001
1 AQQB  

(Q
-1

AQ)
2004

=Q
-1

A
2004

Q 

vậy A
2004

=QB
2004

Q
-1

= 1

2004

200

020

001


















QQ = 1

2004

2004

2004

200

020

001


















QQ  

GIẢI ĐỀ THI TUYỂN SINH CAO HỌC THÁNG 9/2003 

MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1: 

Bài 2: 

Bài 3: Cho (X,d) là không gian metric compắc  

a.Giả sử An là họ các tập con đóng trong X và An+1  An mọi n   N  

CMR nếu vơi mọi  n   N ,An   thì 





1n

nA  

b.Giả sử NnRXfn  ,:  là các hàm liên tục và Xxxfxfxf n  ........,)(.........)()( 21  

CMR nếu Nnnn
n

fXxxf 


 )(,,0)(lim  

Hộ tụ đều về 0 trên X  

Giải :  

a. giả sử vơi mọi  n   N ,An   CMR : 





1n

nA  
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vơi mọi  n   N lấy xn  An  

do nnpn AnenNpnAA   pn      x,,,  

do X compắc nên với (xn)nX có dãy con (
knx )k hội tụ  

đặt x=
kn

k

xlim


 

do nk k nên Ak là tập đóng  với mọi i dãy   n

n

iikn AxAxx
k 







1

 

vậy 





1n

nA  

 

b. cần CM :  

1. 0)( xfn  

2. )(xfn  

ta có Xxxfxfxf n  ........,)(.........)()( 21 và Xxxfn
n




,0)(lim  nên 0)( xfn  

với 0  cho trước đặt   ),()(: 1   

nnn fxfXxF   

do ),(   là tập mở, f liên tục nên Fn mở  

do fn+1(x) fn(x) suy ra fn(x) là dãy giảm nên 1 nn FF  

do XFXxxf n

n

n
n







1

,0)(lim  

do X compắc nên có tập J hữu hạn trong N sao cho XFn

Jn




  

đặt n0=maxJ ta có được 0,)()(0
00

nnxfxfFXF nnnn

Jn




   

vậy NnnfXx  )(,  hội tụ đều về 0 trên X 

Bài 4: b tìm miền họi tụ của chuỗi hàm  













1n

n

n

x
dn

n
 

Giải :  xét 

2n

n
dn

n
U 










  

Ta có 
dn

n

n

n

n
n

n e

n

dndn

n
UL

11
limlimlim 








 















 

Bán kính hội tụ R=e
d
, khoảng hội tụ (-e

d
;e

d
) 
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Xét tại 2 đầu mút x=e
d
,x=-e

d
 

Ta có chuỗi     011)( lim
1 1

22





















 









  n
n

nn n

d

n

nd

n

Ue
dn

n
e

dn

n
 

Vậy MHT của chuỗi là (-e
d
;e

d
) 
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MÔN  CƠ BẢN:  ĐẠI SỐ  VÀ GIẢI TÍCH 

Bài 1 : a. Cho hàm số 

















(0,0)y)(x, khi                          0
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Xét tính liên tục của f(x,y) và các đhr '' , yx ff  trên tập xác định  

Giải :  

 Tại mọi (x,y)   (0,0) f(x,y) liên tục vì là hàm sơ cấp  

 Xét sự liên tục của f tại (x,y)= (0,0) 
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vậy f liên tục  

 Tính các đhr '' , yx ff  

 Tại (x,y)  (0,0) 

'

xf  

'

yf  

 Tại (x,y)=(0,0) 
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b. Tính tổng của chuỗi hàm 
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Giải : ta tìm được khoảng hội tụ là (-1,1) 
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Lấy tích phân 2 vế của (1) trên đoạn [0,x] ta được  

 













1 0 1

1

0

1
1

1
.)(

n

x

n

nn

x

t
tdttndttS   (2) là CSN 

đạo hàm 2 vế của (2) ta được 
21

)1(

1
)(

x
xS


  

vậy 













1x:                          1

1x:               
)1.(

1

)(
2xxxS  

  

Bài 2: 

 

Bài 3: 

Bài 4: b. Tìm các VTR- GTR của ma trận  
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Giải : Xét đa thức đặt trưng 
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Vậy có 3 GTR a=6,a= 3, a= 9 

 Tìm VTR  
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 Với a=6 ta có  
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Ta được hệ 
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Có VTR là (-1,2,2) 

 Với a=3 ta có 
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Ta được hệ  

Có VTR là (,,) 

 Với a=9 ta có 
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Ta được hệ  

Có VTR là (,,) 

 

 


