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  Trang 1 

CHƢƠNG I : ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN 

  

A.    H    : 
1.1 Đạo hàm riêng: 

 Đ n  n     Cho hàm 2 biến f:  

                                   
   yxfZyx

RXRX

,,
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                                     X:  tập xác định 

 Xét  0 0,f x y  
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 1.2 VI PHÂN:  

 * Định n h  :                    

 Ch  h                  đ   h      n      h       h     ến       h        

)(xfxZ
x

f

x

z










         h n ),(),(lim

0
yxfyxxf

x



 

* V  ph n h     ến: 

Định n h                       

 Ch  h                  h                                               

 

/ /

2 / / 2 / / / / 22

x y

xx xy yy

dz z dx z dy

d z z dx z dxdy z dy

 

  
 

 T n     t  f
yx
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n
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 B. BÀI  ẬP  

Câu 1: Ch  h      2 3( , ) x yz f x y e   Tính ( ) ?n

n

x
z   

Giải  

Ta có:     

/ / 2 3 2 3

/ / / 2 3 2 3

/ / / / 2 3 2 3

(2 3 ) 2

2(2 3 ) 4

4(2 3 ) 8

x y x y

x x

x y x y

xx x

x y x y

xxx x

z x y e e

z x y e e

z x y e e
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Câu 2: Ch  h      ( , ) yz f x y xe  Tính  
4

4
?

y x
z    

Giải  

Ta có:     

 
4

/ /

/ / /

/ / / /

4 /
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( )

( )

( )

y y

y y

y y

yy y

y y

yyy y
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z xe xe

z xe xe

z xe xe

z xe e

 

 

 

  

               

Câu 3 : Ch  h      ( , ) lnyz f x y e x  Tính 2

(4) ?
yxy

z   

Giải  

Ta có:     

2

/ /

/ / /

/

/ / /

/

(4)

( ln ) ln

( ln )

y y

y y

y
y

yx x

y y

yxy

y

y y

yxy

y

z e x e x

e
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x

e e
z

x x

e e
z
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Câu 4: Ch  h      ( , ) xyz f x y e  Tính  5

5 ?
x

z   

Giải  

Ta có:     

 

 
 

5

/
/

/
/ / 2

5 5

xy xy

x x

xy xy

xx x

xy

x

z e ye

z ye y e

z y e

 

 

 

  

Câu 5: Ch  h       ( , ) sinz f x y xy  Tính     
?; ?n n

n n

x y
z z   

 

Giải  
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Ta có:    

    

    

      

    

    

//

// / 2

/
/ / 2

//

// / 2

sin os

os sin

sin os sin

sin os

os sin

x x

xx x

xy y

y y

yy y

z xy yc xy

z yc xy y xy

z y xy c xy xy xy

z xy xc xy

z xc xy x xy

 

  

   

 

  

  

Câu 6  Ch  h       ( , ) osz f x y c xy  Tính  / / / / / /?; ?; ?xx xy yyz z z    

    

    

    

 

    

 

//

// / 2

/
/ / / 2 3

//

os sin

sin cos

os sin

cos
2

os sin

cos
2

n

n

x x

xx x

xxx x

n n

x

y y

n n

y

z c xy y xy

z y xy y xy

z y c xy y xy

z y xy n

z c xy x xy

z x xy n





  

   

  

 
   

 

  

 
   

 

 

Câu 7: Tì  v  ph n  ấp  ộ      h       2 4z x y   

Giải  

Ta có:    / /

x ydz Z dx Z dy   

               z = x
2
 + 4

y 

             z
/
x = (x

2
 + 4

y 
)

/
 = 

 
2x 

             z
/
y =  (x

2
 + 4

y 
)

/
 = 4

y
.ln4 

            dz = 2xdx + 4
y
ln4dy 

Câu 8:     v  ph n  ấp  ộ      h       
 yxz  ln

 

Giải  

Ta có:    / /

x ydz Z dx Z dy   

               z =  yx ln      

   z
/
x =  

/

ln
x

x y = 
yx

yx



 /)(
 = 

 
1

2 1

2( )

x y

x yx y
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             z
/
y =   

/

ln
x

x y = 
yx

yx



 /)(
 = 

 

1

2 1

2( )

x y

x yx y


 


 

             
1

2( )
dz dx

x y
 


dy

yx )(2

1


  

2( )

dx dy

x y





 

 

Câu 9: Tím v  ph n  ấp  ộ      h     : ).( xyarcygz   

Giải  

Ta có:    / /

x ydz Z dx Z dy   

               z = ( )arcyg y x      

             z
/
x  

/
( )

x
arcyg y x   

2

1

1 ( )y x
 

 
  

             z
/
y  

/
( )

y
arcyg y x   

2

1

1 ( )y x


 
  

  
     

2 2 2
1 1 1

dx dy dy dx
dz

y x y x y x

 
   

     
 

Câu 10:      v  ph n d      h    2 2 sin( )z x xy xy    

Giải  
/ /

x ydz Z dx Z dy   

 / 2 2 .cosxZ x y y xy    

 / 2 .cosyZ x x xy    

      2 .cos 2 cosdz x y y xy dx x xy dy            

Câu 11:    nh v  ph n  ấp 2     h    
22sin yexz   

Giải  

2

2 2

xx

xy

y 2

yy

2(sin ) .sin 2cos sin sin 2

2 .

z 2cos2x

z 0

z 2.e 4 .e  

x

y

y

y

z x x x x x

z y e

y

   

 

 

 

  

  

22 2 2 22cos2 2 (1 2 )yd z xdx e y dy     
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Câu 12  Ch  h   h     ến 
yxez 2 , tính / / / / / /?, ?, ?xx yy xyz z z    

Giải  

               / / 2 2( 2 ) x y x y

x
z x y e e     

     / / / 2 2( 2 ) x y x y

xxz x y e e     

               / 2' ( 2 ) . 2.x y x y

yz x y e e      

       / 2 2'' 2.( 2 ) . 4.x y x y

yyz x y e e     

      yxyx

x
eeyxz 22// )2(    

      yxyx

xy eeyxz 22/// .2)2(    

 

Câu 13:      v  ph n  ấp h   2d z      h   h     ến lnz y x  

Giải  

Ta có:  
2 // 2 // / / 22xx xy yyd z Z dx Z dxdy Z dy    

/

/ /

2

/

/ /

/ /

2 2

2

ln

0

1

2
. .

x

xx

y

yy

xy

y
Z

x

y
Z

x

Z x

Z

Z
x

y
d z dx dxdy

x x



 







   

 

Câu 14: Tì  v  ph n  ấp h   2d z      h   h     ến 2 2sinz x x y   

Giải  

Ta có:  
2 // 2 // / / 22xx xy yyd z Z dx Z dxdy Z dy    
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/ 2

/ /

/ 2

/ /

/ /

2 2 2

2 sin

2

sin 2 sin 2

2 os2

2sin cos 2sin 2

2 2sin 2 2 os2

x

xx

y

yy

xy

Z x y

Z

Z y x y

Z xc y

Z y y y

d z dx ydxdy xc ydy

 



 

 

  

   

 

Câu 15      v  ph n  ấp h   zd 2      h   h     ến .cos 22 yxxz   

Giải  

 2 // 2 // / / 22xx xy yyd z Z dx Z dxdy Z dy    

 

/ 2

/ /

/ 2

/ /

/ /

2 2 2

2 sin

2

sin 2 sin 2

2 os2

2sin cos 2sin 2

2 2sin 2 2 os2

x

xx

y

yy

xy

Z x y

Z

Z y x y

Z xc y

Z y y y

d z dx ydxdy xc ydy

 



 

 

  

   

 

Câu 16      v  ph n  ấp h       h   h     ếnn .32 yxz   

Giải  

Ta có: 

 2 // 2 // / / 22xx xy yyd z Z dx Z dxdy Z dy    

 

 

 

/ /
/ / 2 3 3

/ /
/ / 2 3 2

/ /
/ / 2 3 2

2 3 2 2 2 2

2

6

6

2 12 6

xx xx

xy xy

yy yy

z x y y

z x y xy

z x y x y

d z y dx xy dxdy x ydy
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CHƢƠNG II   C C     

A.     H    : 
1.1.  C           O: 

Ch  h        = f(x,y)     định    n    n D  R
2 

Đ    P      đƣ              trị đị  phƣơng     h             nế : 

giả thiế :      ; , , , ( )f a b f x y x y Q P   lân cận đi   P 

C c ti   đị  phƣơng    ; ,f a b f x y  

C   trị = c   đ   + c   ti   

Đi   dừn :  ;P a b  

   ; 0; ; 0
f f

a b a b
x y

 
 

 
 

Nế  f  tồn t   c   trị đị  phƣơng thì nó đ   c   trị đị  phƣơng t   các đi   dừn  

*                        t  do: 

 Z = f(x,y), D 

         đ     

         // , yx zz  

 ),(
0/

/

oo

y

x
yxI

z

oz











 

  ( , )o oI x y đƣ          đ    dừn   

         

   nh ////// ,, yyxyxx zzz  

         

 Đặ   

 ooyy

ooxy

ooxx

yxzC

yxzB

yxzA

,

,

),(







 

     2BAC   

 Nế  
 
<0   đi   (xo,yo) không phả           ị 

 Nế   oo yx ,0            ị 

 V   A>0   (xo,yo     đi            

 V   A<0   (xo,yo     đi       đ   

 0  d n  phƣơn  ph p  h   h ặ   hƣ  th  kế  luận 
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1.2            Đ          

Ch  h                 v  h       yx, Đ      o,yo  đƣ          đ          ị 

    h n           v   đ       n   0, oo yx  nế  n           ị                v  

thoả   n   0, oo yx  

* Điều kiệ   ầ : 

  Giả sử (xo,yo) là c   trị   a hàm z = f(x,y) v   đi   ki n 0),( yx . Ta 

giả thiế  thêm các hàm f(x,y) ;  yx,  có các đ   hàm riêng liên tụ  trong 

lân cận c   đi   (xo,yo). Khi đ  sẽ tồn t   mộ  s   thoả: 

              

   

   

 




































0;

0;;

0;;
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oooo

oooo

yx

yx
y

yx
y

f

yx
x

yx
x

f









         (I) 

Khi đ  (xo,yo) g   là đi   dừn  

            : nhân tử Lagreange 

 *                          ó điều kiệ  : 

Cách 1: Từ   0, yx  ta tính  y y x . Thay  y y x vào 
  ,
x

f x y  

 ta đƣ   hàm mộ  biến theo x  

Cách 2: 

        * Giả  h  (I) đ  tìm đi   dừn  0 0,x y và o  

        *

 

 

 














oooyy

oooxy

oooxx

yxLC

yxLB

yxLA







;;

;;

;;

 

       Xét 2BAC   

      Nế  0   hàm f không có       ị      0 0,x y  

      Nế  0   hàm f  có       ị  

        +  0 00 ,A x y     đi            

        +  0 00 ,A x y     đi       đ   

 

B. BÀI  ẬP: 
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Câu 17: Cho hàm 2 22z x x y    Tìm c   trị? 

 

Giải    

 Ta có :  

 
 

 

/
/ 2 2

/
/ 2 2

2 2 2

2 2

x x

y y

z x x y x

z x x y y

    

   
 

G ả  h  phƣơn     nh     1

0

022

02







  x

y

x

y  

đ    M 1 0     đ    dừn  

Đặ : 

 

 

 

 

// /

// /

// /

2 2 2

2 2

2 2 0

xx x

yy y

xy y

A z x

C z y

B z x

   

  

   

 

Ta có: 2 2*2 0 4 0AC B        H            ị  

Và A = 2 > 0 H   đ                đ    M 1 0  

 

Câu 18: Cho hàm 4 2 28 5z x x y     Tìm c   trị? 

G ả   
3

3 2

1 2 3

2

4 16

2

0

24 16 0 4 ( 4) 0
(0;0); (2;0); ( 2;0)

22 0 0

0

12 16

0

2

x

y

xx

xy

yy

z x x

z y

x

xx x x x
M M M

xy y

y

z x

z

z

  

 

 


          
      
 

  

 

 

 

Có 3 đi   dừn  1 2 3(0;0); (2;0); ( 2;0)M M M   
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1

2

1

1

1

2 2

1 1 1 1

(0;0)

12 16 16

0

2

16*2 0 32 0

xx

xy

yy

M

A z x

B z

C z

AC B



    

 

 

        

 

Vậ  M1(0;0) không phả  là c   trị c   hàm s  

2

2

2

2

2

2 2

2 2 2 2 2

(2;0)

12 16 32

0

2

32*2 0 64 0, 0

xx

xy

yy

M

A z x

B z

C z

A C B A



   

 

 

       

 

Vậ  M2(2;0) là đi   c   ti   c   hàm 

3

2

3

3

3

2 2

3 3 3 3 3

( 2;0)

12 16 64

0

2

64*2 0 128 0, 0

xx

xy

yy

M

A z x

B z

C z

A C B A

 

   

 

 

       

 

Vậ  M3(-2;0) là đi   c   ti   c   hàm 

 

Câu 19: Cho hàm 2 2 1z x xy    Tìm c   trị? 

Giải    

Ta có : 
/ 2 /

/ 2 /

( 2 1) 2 2

( 2 1) 2

x x

y y

z x xy x y

z x xy x

    

    
                       

Giả  h  phƣơng trình:
  0

0

022

02







  x

y

yx

x  

 

đ    M 0 0     đ    dừn   
/ / /

/ / /

/ / /

(2 2 ) 2

(2 2 ) 2

( 2 ) 0

xx x

xy y

yy y

z x y

z x y

z x

  

   

  

 

Đặ : 
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/ /

/ /

/ /

2 2

2

2

0

2*0 ( 2) 4 0

xx

xy

yy

A z

B z

C z

AC B

 

  

 

        

 

Hàm z không có c   trị t   M(0;0) 

 

Câu 20: Cho hàm 2 2z x xy y    Tìm c   trị? 

2

2

0 2 0 2 0 3 0 0
(0;0)

0 2 0 2 4 0 2 0 0

2

1

2

x

y

x

y

xx

xy

yy

z x y

z x y

z x y x y y y
M

z x y x y x y x

A z

B z

C z

  

  

          
        

            

 

 

 

 

Có 1 đi   dừn  (0;0)M  
2 22*2 1 3 0 (0;0)AC B M                 ị 

Và )0;0(02 MA              c   hàm z 

 

Câu 21: Cho hàm 2 2 2 1z x y x y      Tìm c   trị? 

Giải   

Ta có :  
/ 2 2 /

/ 2 2 /

( 2 1) 2 2

( 2 1) 2 1

x x

y y

z x y x y x

z x y x y y

      

       
 

G ả  h  phƣơn     nh   






 







1

2

1

022

012

x

y

x

y  

đ    
1

1;
2

M
 
  
 

   đ    dừn  

Đặ : 

 

/ / /

/ / /

/ / /

2 2

(2 2) 2

(2 2) 0

( 2 1) 2

2*( 2) 0 4 0

xx x

xy y

yy y

A z x

B z x

C z y

AC B
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Hàm z có mộ  đi   dừn 
1

1;
2

M
 
  
 

 nhƣng  hôn           ị  

Câu 22: Cho hàm 3 227 2 1z x x y y      Tìm c   trị? 

Giải  

 
22

273 2





yz

xz

y

x     ;   

















022

0273

0

0 2

y

x

z

z

y

x
h  vô n h      hôn     đ    dừng 

 

Câu 23 : Cho hàm 2 22 6 5 4z x xy y               ị? 

Giải: 

4 6

6 10

0 4 6 0 0
(0;0)

10 6 0 00

x

y

x

z x y

z x y

z x y x
M

y x yz

  

   

      
    

     

 

Có 1 đi   dừn   0;0M  

Đặt:

 

 

 

/

/

/

4 6 4

4 6 6

6 10 10

xx x

xy y

yy y

A z x y

B z x y

C z x y

   

    

    

 

  40 36 4 0; 4 0 0;0A M            đi            

 

Câu 24 : Cho hàm 4 4 4 32 8z x y x y                 ị? 

Giải  

 

 

/
/ 4 4 3

/
/ 4 4 3

4 32 8 4 4

4 32 8 4 32

x x

y y

z x y x y x

z x y x y y

      

       
 

3

3

0 4 4 0 1
(1;2)

0 24 32 0

x

y

z x x
M

z yy

      
    

       
 

Có 1 đi   dừn  (1;2)M  

Đặ 
 
:

 

 

 

/
3 2

/
3

/
3 2

4 4 12 12

4 4 0

4 32 12 48

xx x

xy y

yy y

A z x x

B z x

C z y y
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2 212*( 48) 0 576 0AC B        
 

 Vậy hàm Z không có c   trị t   (1;2)M  

 

Câu 25: Tìm       ị     h       222 22  yyxZ   v   đ       n 

01),(  yxyx  

Giải  
2 2

/

/

( , , ) 2 2 ( 1)

4

2 2

4 0 (1)

2 2 0 (2)

1 0 (3)

x

y

L x y x y x y

L x

L y

x

y

x y

 









      

 

  

 


  
   

 

 ừ (1) =>  = 4 x  (1
/
) 

      (3) => y = x  - 1 (2
/
) 

 hế (1
/
), (3

/
) vaò (2) ta có: 

2( x -1) – 2 + 4 x  = 0 

  2 x  - 2 – 2 + 4 x  =0 

  6 x  - 4 = 0 
3

2
x  

=> y = 
3

8
;

3

1
   

0624)
3

8
;

3

1
;

3

2
(

0

204

)
3

8
;

3

1
;

3

2
(

2222

//

222













dxdxdxLd

dxdy

dydx

ydyxdxd

dydxdydxLd

M
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)3

1
;

3

2
(               

Câu 26 : Cho hàm 23 2 2 3yz x e y                 ị? 

 Giải  

 

 

/
2

/
2

3 2 2 3 6

3 2 2 3 2 2

0 6 0 0
(0;0)

0 02 2 0

y

x x

y y

y y

x

y
y

z x e y x

z x e y e

z x x
M

z ye

       

       

     
    

    

 

Có 1 đi   dừn   (0;0)M  

Đặ 
 
:

 

 

 

/

/

/
0

2 2

6 6

6 0

2 2 2 2* 2

6*2 0 12 0

xx x

xy y

y y

yy y

A z x

B z x

C z e e e

AC B

    

   

     

         

 

 Vậy hàm Z không có c   trị t   (0;0)M  

Câu 27 : Cho hàm 2 ln 2z x y y                ị?  

 Giải  

 

 

/
2

/
2

ln 2 2

1
ln 2 1

2 0
0 0

(0; 1)1
1 00 1

x x

y y

x

y

z x y y x

z x y y
y

x
z x

M
z y

y

     

       


   

     
       



 

Có 1 đi   dừn   (0; 1)M   

Đặ 
 
:

 

 

 

/

/

/

22

2 2

2 2

2 0

1 1 1
1 1

1

2*1 0 2 0

xx x

xy y
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y

A z x

B z x
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Và )0;0(02 MA     đi                h     

Câu 28 : Cho hàm 6 5 2os 32z x y c x y                ị? 
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Giải  

 

 

/
6 5 2 5

/
6 5 2 4

5

4

os 32 6 sin 2

os 32 5 32

0 6 sin 2 0

0 5 32 0

x x

y y

x

y

z x y c x y x x

z x y c x y y

z x x

z y

      

       

     
 

      

 

 

  h  vô nghi   

Không có đi   dừn . Vậ  hàm z không có c   trị 

Câu 29 : Cho hàm 3 22 4yz xe x y y                ị? 

Giải  

 

 

/
3 2 2

/
3 2

2

2

2 4 3

2 4 4 4

0 3 0

0 34 4 0

y y

x x

y y

y y

y y
x

y
y

z xe x y y e x

z xe x y y xe y

z e x e
x

z xe y

      

       

     
    

      

 

đi   này vô lý  h  vô nghi   

Không có đi   dừn . Vậ  hàm z không có c   trị 

Câu 30 : Cho hàm  22 4 sin ,
2

y
z x x y y                    ị? 

Giải 
/

2

/

2

2 4 sin 4 4
2

1
2 4 sin cos

2 2

14 4 0
0

1
0 cos 0

32

x

x

y

y

x

y

y
z x x y x

y
z x x y y

xx
z

z yy


 
       

 

 
       

 

     
   

     
 

 

Có 1 đi   dừn   1;
3

M
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Đặ 
 
:
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/

/

2 2

4 4 4

4 4 0

1 3
cos sin sin

2 3 2

3
4* 0 2 3 0

2

xx x

xy y
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A z x

B z x
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Vậ  hàm z không có c   trị t   1;
3

M
 

 
 

 

Câu 31 : Cho hàm 
2

ln ln
2

y
z x x y                ị? 

Giải  
/

2

/
2

1
ln ln 1

2

1
ln ln

2

1
1 0

0 1

10 1
0

x

x

y

y

x

y

y
z x x y

x

y
z x x y y

y
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z y
y
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Có 2 đi   dừn      1 21;1 ; 1; 1M M   

* Xét đi    1 1;1M  : 

Đặ 
 
:

   

/

2 2

/

/

2 2

2 2

1 1 1
1 1

1

1
1 0

1 1 1
1 1 2

1

1 * 2 0 2 0

xx

x

xy

y
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y

A z
x x

B z
x

C z y
y y

AC B

 
         

 

 
    

 

 
           

 

         

 

Và 11 0 (1;1)A M       đi       đ       h     

Có 2 đi   dừn      1 21;1 ; 1; 1M M   

* Xét đi    2 1; 1M   : 
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Đặ 
 
:

 

   

/

2 2

/

/

22

2 2

1 1 1
1 1

1

1
1 0

1 1 1
1 1 2

1

1 * 2 0 2 0

xx

x

xy

y

yy

y

A z
x x

B z
x

C z y
y y

AC B

 
         

 

 
    

 

 
           

 

         

 

Và 21 0 (1; 1)A M        đi       đ       h     

Câu 32 : Cho hàm  2ln 2z x y    v   đi   ki n 2 0x y    

Giải  

Đặ   

 2

/

2

/ 2

2

2 0 2

ln 2 4

2 2

2 4

12 2
0 0, 2 4 0

12 4

x y y x

z x x

x
z

x x

xx
z x x

yx x

     

  




 


       

   

 

  

 

  

 

Vậ  hàm s  đ   c   ti u t   đi    1; 1M   

 
 

Câu 33 : Cho hàm 2ln 1z x y    v   đi   ki n 3 0x y    

 Giải  

x

 
    

/z    
0  

1 

 

CT  
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 2 3 2

2
/

3 2

2
/

3 2

3 0 3

ln 1 3 ln 3 1

3 6

3 1

0

33 6
0 0

3 1 2

1

x y y x

z x x x x

x x
z

x x

x

yx x
z

x x x

y

     

     




 

 


  
    

  
  

 

 

                                                                                                                                              

  

 

 

 

 

 

 

 

Vậ  hàm s  đ   c   đ   t   đi    1 0; 3M   và  2 2; 1M   

Câu 33 : Cho hàm 
3

3
3

x
z x y     v   đi   ki n 2 1x y    

 Giải  

  

2 2

3
2

/ 2

/ 2

1 1

3 1
3

2 3

1

2
0 2 3 0

3

10

x y y x

x
z x x
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y
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x
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Vậ  hàm s  đ   c   đ   t   đi    1 3;10M  , đ   c   ti   t    2 1;2M  
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