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ĐỀ TÀI : 
 

Câu 1: Xuất kết quả vi phân cấp 2 của hàm 3 biến f tại điểm M cho trước dưới dạng ma trận 
vuông 

 

Câu 2: Tìm cực trị của hàm đa thức f(x,y) thỏa điều kiện 
x
 
2
  

y
2
 =1 với a,b>0 được nhập 

từ a 
2
 b

2 
 
bàn phím 
 

Câu3: Tính  f (x, y , z ) dxdydz trong đó  là miền giới hạn bởi : 


 

( z  1  x 
2
  y

2
 ; z=0; y=x ;  y  x )  

 
 

 

Câu 1: 
 

 Cơ sở lý thuyết:
 

1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm: 

Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (a,b) và x0     ( )   

( ) (  )   
( ( ) (  ))    

 

 

    

 

 

Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm tại x0 thì nó liên túc tại điểm đó. 

 

2. Ý nghĩa của đạo hàm 


 Ý nghĩa hình học 

f’(x0)là hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại M (x0,f(x0)) 
 

Khi đó, phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại M (x0,y0) là: 
 

y-y0 = f’(x0).(x-x0) 
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 Ý nghĩa vật lý


 

Vận tốc tức thời của chuyển động thẳng xác định bởi phương trình s = s(t) tại thời điểm 

t0 là v(t0) = s’(t0) 
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Cường độ tức thời của điện lượng Q = Q(t) tại thời điểm t0 là I(t0) = Q’(t0) 

 

3. Quy tắc tính đạo 

hàm: C '  0 

 

(u  v ) 
'
   u ' v ' 

 
 

 

( ku ) '  ku ' 

 
 

 

x ' 1 
 

 

(uv ) '  u ' v  uv ' 
 

 

 1 
' 

v ' 


 

 
  

 

v 
2 

 v   

 
 

 

( x 
n
 ) 

'
   nx 

n
 
1

 ( n 

 

 u 
' 

u ' v  uv ' 


 

 
  

 

v 
2 

 v   

 
 

 

N , n 1) 
 

 

( v  0) 

 

Đạo hàm của hàm số hợp: Nếu u = g(x) có đạo hàm tại x là u’x và hàm số y = f(u) có 

đạo hàm tại u là y’u thì hàm số hợp y = f(g(x)) có đạo hàm tại x là y’x = y’u.u’x 
 
 
 
 
 

 

Đạo hàm cấp cao: 
 

f 
"
 ( x)  [f 

'
 ( x)]

'
 ; f 

'''
 ( x)  [f 

"
 ( x)]

'
 ; f 

(
 
n
 
)
 ( x)  [f 

(
 
n1)

 ( x)]
'
 ( n  N , n  4) 

 

3. Các cách tính đạo hàm 


 Theo định nghĩa 

Để tính đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm x0 bằng định nghĩa, ta thực hiện các bước 
 

B1: Giả sử là số gia của đối số tại x0. Tính y  f x0 x   f x0 
 

B2: Tính lim 
y 

x 0 x 

 

 VÍ DỤ:
 

Xuất kết quả vi phân cấp 2 của hàm  f  5 x 
3
  2 y 

3
  3 z 

3
  10 x 

2
 y  2 yz 

2
  4xz tại điểm 

( ) dưới dạng ma trận vuông. 

 

Tính các tích phân bậc 2 của hàm f, ta có: 

 

f x
'
   15 x 

2
  20 xy  4z f z

'
   9 z 

2
  4 yz  4x 

f y
'
   6 y 

2
  10 x 

2
  2z

2 f ''  30 x  20 y 
 xx  
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  f yy
''
   12 y 10 f ''   4 

   xz  

f zz
''
   18 z  4 y f yz

'' 
 4z 

f '' 20x    
 xy     

 
 

 

Tính các tích phân bậc 2 của hàm f tại điểm M(0,1,1) ta có: 

fxx
'' 
 30  0  20  1 20 f '' 20  0  0  

     xy   

f yy
''
   12  1  10  2 '' 

 4 
 

     
f
xz  

f ''  18  1  4  1  22 
f ''  4  1  4 

 
zz      

     yz   

Từ kết quả trên, ta xuất ra kết quả vi phân cấp 2 của hàm đã cho tại điểm   ( ) dưới 

dạng ma trận vuông là:    

 20 0 2     

A  


0 2 2 


   
        

  2 2 22    

       
 

 CODE: 
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 CHẠY THỬ:
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CÂU 2: 
 

 CƠ SỞ LÝ THUYẾT:
 

1. Mô hình bài toán tìm cực trị có điều kiện: 
 

Xét bài toán: tìm cực trị của hàm 
( )( ) , trong đó x, y là các biến thỏa điều 

 
kiện 

( ) ( ). 

 

Nhận xét: mô hình bài toán có điều kiện chỉ xét với điều kiện (2) là 1 phương trình. Như 

vậy nếu điều kiện (2) có dạng: g(x,y) < 0 (hoặc g(x,y) > 0) (2′) thì được hiểu là tìm cực trị 

địa phương của hàm z = f(x,y), trong đó ta chỉ xét những điểm dừng nằm trong miền thỏa 

mãn điều kiện (2′). 
 

2. Định nghĩa: 
 

Ta nói rằng hàm 

tồn tại một lân cận 

( ( ) với điều kiện 
)của M0 sao cho: 

( ) ) đạt  
cực tiểu tại 

( )  
nếu 

( ) ( ) ( ) ( 
 

thỏa: g(x,y) = 0 
 
 

Thông thường, phương trình f(x,y) = 0 là phương trình của đường cong (C). Như vậy, ta chỉ so sánh ( ) với ( ) khi M nằm trên (C). 

 
 

Tương tự, ta cũng có định nghĩa cực đại có điều kiện. 
 
 

Cực tiểu có điều kiện và cực đại có điều kiện được gọi chung là cực trị có điều kiện.. 
 
 

3. Các phƣơng pháp tìm cực trị có điều kiện: 
 

 Cách 1: Đƣa về bài toán tìm cực trị của hàm 1 biến


 

Nếu từ điều kiện (2) ta giải tìm được y = y(x) thì khi thế vào hàm số f(x,y) ta có z là hàm 
 

theo 1 biến số x: ( ( )) . Như vậy, bài toán trở về bài toán tìm cực trị của hàm số 1 biến. —–> Quá quen thuộc!!! 

 

 Cách 2: Phương pháp Larrange
 

Nếu từ pt (2) ta không giải tìm y theo x được. Khi đó, giả sử (2) xác định 1 hàm ẩn theo 
 

biến x: . Để tồn tại hàm số ẩn, ta giả thiết: (*)  
 

 
Như vậy: hàm số ( ) , với y là hàm theo x chính là hình ảnh hàm số hợp của biến số x thông qua biến trung gian y. 



Hỗ trợ ôn tập [ĐỀ CƯƠNG CHƯƠNG TRÌNH ĐẠI HỌC] 

 
 

 

Với những giá trị của x làm cho z có thể có cực trị thì đạo hàm của z theo x phải triệt tiêu. 

Vậy lấy đạo hàm của (1) theo biến x với quy tắc hàm hợp (nhớ rằng y là hàm theo x) ta 

có: 
f 


f 


y 

 0 (3) 
      

x y x 
      

          

Từ điều kiện (2), ta lấy đạo hàm 2 vế theo x. Ta có: 
g 


g 


y 

 0 (4) 
x y x           

 

Đẳng thức (4) này được thỏa mãn với mọi x, y thỏa mãn phương trình (2). 
 
 

Như vậy, tại những điểm cực trị thỏa mãn điều kiện (2) thì sẽ thỏa mãn (3) và (4) 

 

Nhân các số hạng của (4) với hệ số chưa xác định  và cộng chúng với các số hạng tương 
 

 f  g  f  g   
ứng của (3), ta được:      

    0 (5)     

 x  x  y  y   

Do đó, phương trình (5) cũng nghiệm đúng tại những điểm cực trị thỏa điều kiện (2). Từ 

(5), ta chọn hằng số  sao cho tại những điểm cực trị, hệ số của 
dy

dx sẽ triệt tiêu. 
 

 

f 


g 
 0 

 
  

(6) y 

 

Nghĩa là:   y  
 

Vì vậy, từ phương trình (5) và (6) ta có: những điểm cực trị có điều kiện sẽ là nghiệm của 

 f 


 

x 

f 

hệ phương trình:   

y 

g (x , y) 



  

 
g 

 0 
 

x 
 

     

 
g 

 0 (I) 
y      

    0  

 

Bây giờ, ta xét hàm số Larrange:  F ( x, y ,  )  f ( x, y )   g ( x, y) 
 

 

Khi đó các điểm cực trị địa phương của hàm Larrange sẽ thỏa mãn hệ: 
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F ' f   g  0  
   

 x   

x 
  

y 
  

       
   

f 
  

g 
  

 ' 


 
   0 

 


F
y 

   

(II)  

y y         
         

F
'   g (x , y)    0  

          

         

 

Từ (I) và (II) ta nhận thấy: những điểm dừng của hàm Larrange có thể là cực trị của hàm 

z = f(x,y) với điều kiện (2). 

 

Như vậy, bài toán cực trị có điều kiện trở về bài toán cực trị địa phương của hàm 

Larrange. Ở đây chỉ đóng vai trò phụ và sau khi tìm được giá trị thì không cần đến. 

 
Điều kiện của cực trị có điều kiện liên quan đến việc khảo sát dấu của vi phân cấp 2 của hàm Larrange tại điểm ( ) : 

 

d 
2
 F  


 
2
 
F

 ( x0 , y0 ) dx 
2
  


 
2
 
F

 ( x0 , y0 ) dxdy  


2
 
F

 ( x0 , y0 )dy
2 

 

x 
2
 xy y

2 

 
 

trong đó: dx, dy không phải là những giá trị bất kỳ mà phải thỏa điều kiện: 

 



g

x (x0 , y0 )dx  


g

y (x0 , y0 ) dy  0 với dx 
2
  dy

2
   0 

 

 

Nếu d 
2
 F 

kiện. Nếu 

điều kiện. 

 

 

> 0 với mọi giá trị có thể có của dx, dy thì hàm z = f(x,y) đạt cực tiểu có điều d 
2
 F < 0 với mọi giá trị có thể có của dx, dy thì hàm z = f(x,y) đạt cực đại có 

 
Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp việc xét dấu vi phân cấp 2 hơi phức tạp. Khi đó, ta có thể áp dụng kết quả sau: Giả 
sử ( ) là 1 điểm dừng của hàm Larrange, ứng với giá trị và đặt 

 

A  Fxx
"
 ( x0 , y0 ); B  Fxy

"
 ( x0 , y0 ); C  Fyy

"
 ( x0 , y0 ); D  g 

'
x ( x0 , y0 ); E  g 

'
y ( x0 , y0 ) 
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Khi đó xét: 

0 D E   

D A B   

 E B C   

Nếu  > 0 thì hàm z = f(x,y) đạt cực tiểu có điều kiện tại ( ) 

Nếu  < 0 thì hàm z = f(x,y) đạt cực đại có điều kiện tại ( ) 

 

 VÍ DỤ:

 

Cho hàm số f(x,y) = x
2
 + y – 1. Tìm cực trị của hàm f sao cho thỏa điều kiện x

2
 – y

2
  = 1. 

 

Ta có x
2
 – y

2
 = 1 x

2
 = y

2
 + 1 (*) (x

2
     1) 

Thay (*) vào f(x,y) ta được: 

f(y) = y
2
 + y (y R) 

Tập xác định: D = R 

Xét f’(y) = 2y + 1 = 0 

( 

 

) 

   ( )       

        
        

Xét (  )     
     

 
 

Vậy M( , ) là cực tiểu duy nhất của f(x,y) khi y = và x =  
 
 

 CODE:
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 CHẠY THỬ:
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CÂU 3: 

 

 CƠ SỞ LÝ THUYẾT:
 
 

1. Địng nghĩa: 
 
 

Cho hàm số f(x,y,z) xác định trong miền đóng, giới nội V của không gian Oxyz. 

 

Chia miền V thành n miền nhỏ có thể tích là  V1, …,  Vn. Lấy tùy ý một điểm Mi-

(xi,yi,zi) trong miền nhỏ thứ i. 

 
n 
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Lập tổng: I n    f ( xi , yi , zi )Vi 
i1 
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Nếu giới hạn lim I n  

n 
lim I n  I 

max di 0 

 
hữu hạn, không phụ thuộc vào cách chia miền V, và 

Mi thì f(x,y,z) gọi là khả tích trên miền V, và I gọi là tích phân bội 3 của hàm f trên V, ký 

hiệu:  I   f ( x, y , z ) dV 
V 

 

 

Tương tự như tích phân kép, ta ký hiệu dxdydz thay cho dV và tích phân bội 3 thường 

viết: I   f ( x , y , z ) dxdydz (thể tích của V) 
V 

 

Chú ý: Nếu f(x,y,z) = 1 thì  I   f ( x, y , z ) dV (thể tích của V) 
V 

 

 

2. Tính chất: 
 


 I   Cf (x, y , z ) dV  C  f (x, y, z) dV 

V V 

 

 I   [f (x, y , z )  g(x, y, z)]dV   f (x, y, z) dV   g ( x, y , z ) dV


V V V 

 

 Nếu V  V1  V2 ,V1  V2   thì:


 

 f ( x, y , z ) dV   f ( x , y , z ) dV   f ( x , y , z ) dV
V 

V
1 

V
2 

 Nếu  f ( x, y, z )  g ( x, y , z ); ( x, y, z ) V thì:


 

 f (x, y, z) dV   g ( x, y , z ) dV
V V 

 

 Nếu f(x,y,z) liên tục trong miền đóng, bị chặn V thì tồn tại điểm ( x0 , y0 , z0 ) V sao


 

cho: f ( x0 , y0 , z 0 )  V
1

  f ( x, y , z ) dV (Đinh lý về giá trị trung bình) 
 

V 

 

 

3. Cách tính tích phân bội ba 
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
 Tích phân bội ba trong hệ tọa độ Descartes 
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Cho V giới hạn bởi: mặt trên z  2 ( x, y) , mặt dưới z  1 ( x, y) 
 

 

Xung quanh mặt trụ có đường sinh song song với trục Oz và đường chuẩn là biên của 

miền D thuộc mặt phẳng Oxy. (D là hình chiếu của V xuống mặt phẳng Oxy). 

 

 


 2 ( x , y ) 

Khi đó:  f ( x, y , z ) dxdydz     f ( x, y , z )dz  dxdy 

V 

 1  

D    ( x , y ) 
 

Nếu miền D  ( x, y ) : a  x  b, 1 ( x )  y  2 ( x)thì: 

 

b  2 ( x ) 2(x,y) 

 f ( x, y , z ) dxdydz   dx dyf(x,y,z)dz 
V a 1(x) 1(x,y) 

 

 Tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ trụ:


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Tọa độ trụ của điểm M(x,y,z) là bộ ba số ( r , , z) 

với của M xuống mặt phẳng Oxy (Hình vẽ) 

 

Ta luôn có: r  0; 0    2;  z 

 

 x 


Mối liên hệ giữa tọa độ Descartes và tọa độ trụ:  y 


 z 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( r, ) là tọa độ cực của hình chiếu 
 
 
 
 
 
 

 

 r cos

 r sin 

 z
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Ta có:  f (x, y , z ) dxdydz   f (r cos , r sin  ) rdrd dz 
V V 

 

 Tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ cầu:




Tọa độ cầu của một điểm M(x,y,z) là bộ ba số ( r,  , ) với r  OM , là góc giữa trục 

Oz và OM ,  là góc giữa trục Ox và OM , với M’ là hình chiếu của M xuống mặt 

phẳng Oxy. 
 
 

Ta có: Với mọi điểm M trong không gian thì r  0; 0 

 

 x 
 

Mối liên hệ giữa tọa độ Descartes và tọa độ cầu:  y 


 z 

 

Công thức tính tích phân trong hệ tọa độ cầu: 

 

    ; 0    2



 r sin  cos 

 r sin  sin 


 r cos

 

 f (x, y , z ) dxdydz   f (r sin cos , r sin sin  , r cos ) r 
2
 sin drd d 

V V 

 

 VÍ DỤ:
 ( ) ∭ 

 

 Trong đó miền giới hạn là:


   

 
; z = 0; y = x; 

 

; 
   

   

∫√ 

  

         

 ( )  ∫ 

                
                

           

  

 

  

             

   
∫ 

 
∫ 

 
∫ 

   
 ∫ 

        

                    

 

 = D1 + D2

 Tính D1 

     
∫∫ ( ) 

   

 ∫ 

     

( 

                 

) 
                        

                    

   

 

         

  

        


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 ( ) ( ) √    ( ) √    ( )     √    

 Tính D2
 



                 

∫ √ 

                           

    
  ∫ 

           
∫ 

  
                 



              

∫ √ 

                           
                 

( 

 

) 

          

    
  ∫ 

      
         

  
            



                                          

           
( 

  
) 

                         

∫ 
          

 

                          
                           

                                     



                                       

( 

 

) 
                                        

∫ 
                  

∫ 

          

  ∫ 
  

 

 
                           

 
                              



                                             

                                             

 Tính d1
 ∫  
 Đặt x = sint , ( * +) => {  
 { 

 

 

 ∫ 

                                           
                                           

                                           



                                                 

                                                 

 ∫ 

                                           
                                           
                                           

                                           



                 

) 

                        

∫ 

     
( 

                              
          

      

                  
                          

                                 



                                                 

                                                 
                                                 



           

( 

     

) 

              

( 

   

) 
      

 
     

 
 

   
  

 
  

     
  

 
   

      

 

 

  

 

               



      

( 

            

) 

                        

                   
 

                      
                                          

 Tính d2 
 ∫  
 Đặt x = sint , ( * +) => {  
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 {



 Khi đó: 
 ∫  

 
 

 ∫ 

                                              
                                              

                                              

 ∫ 

                                              

                                              
                                              
                                              

                                              

 ∫ 

     

( 

       

) 

                        

                                      
      

    

   

  

                      
                            

                                     



                                                 

                                                 
                                                 



                     

( 

     

) 

             

( 

   

) 
                     

   
  

  
  

    
 

 
   

                     

 

 

      
                      



   

( 

                

) 

                         

                                           
                                            

 Tính d3
 

     ∫  
    

( 

         
)   

              
                       

                           



                                             

                                             
                                             



 

( 

   

) 

                  

( 

      

) 

  

( 

   

)                             
 

   
 

  

                  

                            



    

( 

    

) 

     

( 

    

) 

      

 
  

 
                    

                   

 

 Suy ra 


(  

 
)   (  

 
)  

 √ 
   

 
    (  

 
  ) 

 √ 
   

 
( 

 
) 

   

√ 

   

      
   

 
  

 
            

 

( 

   

) 

   

( 

   

) 

 

 
 

  
  

 
           

        
  

   

( 

 

) 

 

( 

 

) 

   

           

        
  

  
   

  
 
 

      

                                                      


( 

    

) 

 

( 

      

) 

√ 

   

( 

     

) 

√ 
  

  

( 

 

) 

             

√ 

      

                                   
             

 

( 

     

( 

   

) 

 

 
   

) 

         
 

  
      

   

     

 

 

 = 0.0887
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
 

 CODE:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 CHẠY THỬ:
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